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Реферат (аннотация): Учебно-методическая разработка  «Метод Ла-
гранжа для линейного неоднородного уравнения»  содержит теорети-
ческое обоснование метода вариации произвольных постоянных (Ме-
тода Лагранжа) для линейного неоднородного уравнения n–го поряд-
ка. Пособие содержит достаточно большое количество примеров с 
подробным описанием их  решения, которые могут способствовать 
лучшему усвоению  студентами  соответствующего раздела систем 
дифференциальных уравнений , а также служить основой для контро-
лируемой самостоятельной работы студентов физико-математических 












      Теорема. Общее решение неоднородного линейного уравнения  
L y f x                                                (1) 
можно найти  в квадратурах, если известно общее решение соответст-
вующего однородного уравнения  
0L z                                                     (2) 
Доказательство 





y c x z x                                              (3)        
где       , 1,iz x i n  — фундаментальная система решений уравнения 
(2). 
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     Система (6) является линейной  и неоднородной относительно 
ic x  с определителем Вронского 0W x  в интервале ,a b  непре-
рывности коэффициентов уравнения (2). Решая систему (6) по правилу 
Крамера получим  
, 1,nii
W
c x f x i n
W x
                                               (7) 
где niW  — алгебраические дополнения к элементам n ой строки оп-








c x dx c i n
W x
                                  (8) 
где ic — произвольные постоянные, 0 , .x a b  
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y z x dx c z x c
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где первое слагаемое является частным решением неоднородного 
уравнения (1), а второе слагаемое общим решением  соответствующе-
го однородного уравнения (2). 
 





      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y .       
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
корни: 2 2 1 0 , 1 2 1.     Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2
x xy c e c xe . 
   Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x xe . 
     Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
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c x e c x xe c x c x x
e
c x c x xc x e c x e c x xe
xx
c x c x c x x c c x x c
x
 
      Таким образом , 1 2 ln
x x x xy c e c xe xe x x e  является решением 
исходного уравнения. ▲ 







      Решаем соответствующее однородное уравнение 
3 2 0y y y .  Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 3 2 0 , 1 22, 1. Общее ре-
шение однородного уравнения имеет вид:  21 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
                                 
2
1 2
x xy c x e c x e .   
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e e
c x c x
e ec x e c x e
e
 












c x dx c c t e
e e
tdt
c t t c e e c
t
 






c x c e c
e
 
      Таким образом, 2 2
1 2 ln 1
x x x x x xy c e c e e e e e  является 
решением исходного уравнения. ▲ 






      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . 
     Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2cos siny c x x c x x . 






1 1 2 2
cos sin 0,
cos
1,1 sinsin cos .
sin
, ln sin .
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
c x x c c x x c
 
      Таким образом , 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x  является 
решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 4. Найти общее решение уравнения 4 2tgy y x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 4 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 4 0 , 1 22 , 2i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos2 sin2y c x c x .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos2 sin2y c x x c x x . 





tg sin2 , tg cos2 .
2 sin2 2 cos2 2tg .
c x x c x x
c x x x c x x x
c x x c x x x










c x x xdx c x xdx c
x
x
x dx c x c
 
2
2 2 2tg cos2 ln cos sinc x x xdx c x x c  




cos2 sin 2 ln cos sin sin 2 cos2
2
x
y c x c x x x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 5. Найти общее решение уравнения 2 3 1xy y y e x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y . 
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
корни: 2 2 1 0 , 1 2 1. Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2
x xy c e c xe .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2
x xy c x e c x xe .   











3 1, 3 1.
1 3 1.
x x
x x x x
c x e c x xe
c x e c x xe c x e e x
c x c x x
c x x c x x x
c x c x x x
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c x x x dx c t x tdt dx
t




2 2 23 1 2 1c x x dx c x c  
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5
6





x x x x
x
x
y c e c xe x x e xe x
e c c x x x x x
e x c c x
  
является решением исходного уравнения. ▲ 







      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos siny c x x c x x .   







cos cossin cos .
cos
c x x c x x
x
c x c x
x xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 












c x c x c
x
 
      Таким образом, 1 2
1
cos sin 2tg sin
cos
y c x c x x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 
8 
 






      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
 1 2
x xy c x e c x e .   











c x e c x e
e e
c x c x
x x x xc x e c x e
x x
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 13 2
1 2 1 1
2 2
x xe e
c x dx c c
x x x x
 
 
      Таким образом, 
1 2 1 22 2
1 1 1 1 1 1 1
2 2
x x x xy c e c e c e c e
x x x x x
 является ре-
шением исходного уравнения. ▲ 







      Решаем соответствующее однородное уравнение 4 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 4 0 , 1 22 , 2i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos2 sin2y c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos2 sin2y c x x c x x .   







2cos2 22 sin2 2 cos2 .
cos2
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 













c x dx c c  





cos2 sin2 sin2 cos2 ln cos2
2 4
x
y c x c x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 9. Найти общее решение уравнения tgy y x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . Решение неоднородного уравнения 
ищем в виде 1 2cos siny c x x c x x .   





cos sin 0, sin
, sin .
sin cos tg . cos
c x x c x x x
c x c x x
c x x c x x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
22










c x dx c dx c xdx c
x x x
dx x
x c x c
x
 
2 2 2sin cosc x xdx c x c  
      Таким образом, 
1 2
1 2
cos sin cos ln tg cos sin cos sin
2 4
cos sin cos ln tg
2 4
x
y c x c x x x x x x
x
c x c x x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 





      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x e .   



















c x e c x e
e e
c x c x
x xc x e c x e
x
e e
c x dx c c x dx c
x x
 




x xx x x x
x x
x x
e e e e
y c e c e dx dx
x x
 является 
решением исходного уравнения. ▲ 








      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 3 0 , 1 2 30, ,i i . Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2 3cos siny c c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2 3cos siny c x c x x c x x .   














c x c x x c x x
c x x c x x
x
c x x c x x
x
x x x
c x c x c x
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Проинтегрировав,  получим: 




c x dx c c c
x x x
 














c x dx c dx c x x c
x x
 
      Таким образом, 
1 2 3
1
cos sin cos ln cos tg sin
cos
y c c x c x x x x x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 









      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y . 
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
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корни: 2 2 1 0 , 1 2 1. Общее решение однородного уравне-
ния имеет вид: 1 2
x xy c e c xe .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2
x xy c x e c x xe .   
Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
2






c x e c x xe
x x















c x c x x
x x
c x c x x e
x
x x
c x e c x e
x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 12
2 2 2
1 1x xc x e dx c e c
x x x  
2 2 23 2 2
1 2 2 1 1x xc x e dx c e c
x x x x x
 
      Таким образом,  
1 2 1 22
2 1 1 1
1x x x x x x x xy c e c xe e e xe e c e c xe
x x x x
  
является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 13. Найти общее решение уравнения 
3
2 xxy y e
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 0, 1 20, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
xy c c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
xy c x c x e .   











c x c x e
x x
c x e c xx
x xc x e e
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
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1 1 13 2
2 xxx ec x e dx c c
x x  
2 2 23 2
2 1 1x
c x dx c c
x x x
 
      Таким образом,  1 2 1 22 2
1 1x xx x xe ey c c e e c c e
x x x x
  явля-
ется решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 14. Найти общее решение уравнения 
1




      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos siny c x x c x x .   
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sin 2 sin 2
tg , arctg ,
1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 tgsin 2 ,cos
1 1
x
c x dx c
x x
dt
x t x t dx
t dt
c c c
t t xtx x
t t
 
      Таким образом, 
1 2 1 2
1 1
cos sin tg cos sin cos sin sin 2
2 2 tg
y c x c x x x x c x c x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 





      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x e .   













c x e c x e
c x e c x e x
x x
c x e x c x e x
x x x x
 












x xc x e x dx c e x c
x x x
 
      Таким образом, 
1 2 1 2
1 1
2 2 4x x x xy c e c e x x c e c e x
x x
 
является решением исходного уравнения. ▲ 







      Решаем соответствующее однородное уравнение 
4 4 0y y y . Для этого записываем характеристический много-
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член и находим его корни: 2 4 4 0 , 1 2 2 . Общее решение 
однородного уравнения имеет вид: 2 21 2
x xy c e c xe . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
2 2
1 2
x xy c x e c x xe .   


















c x e c x xe
e
c x e c x xe c x e
x
c x c x x
c x x c x
c x c x x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 





c x xdx c x x c c x c x c
x
 
     Таким образом,  
2 2 2 2 2 2 2




x x x x x x xy c e c xe x xe x xe c e c xe x xe   
является решением исходного уравнения. ▲ 








      Решаем соответствующее однородное уравнение 
6 10 0y y y .  Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 6 10 0 , 1 23 , 3i i . Общее 
решение однородного уравнения имеет вид: 3 1 2cos sin
xy e c x c x . 
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
3
1 2cos sin
xy e c x x c x x .   
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e
c x e x x c x e x x
x
 






, 1.1 cossin cos
cos
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 










      Таким образом, 3 1 2cos sin ln cos cos sin
xy e c x c x x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 








      Решаем соответствующее однородное уравнение 
2 26 0y y y . Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 2 26 0 , 1 21 5 , 1 5i i . Общее 
решение однородного уравнения имеет вид: 1 2cos5 sin5
xy e c x c x . 
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos5 sin5
xy e c x x c x x .   










c x e x c x e x
e
c x e x x c x e x x
x
 






, 1.1 cos5sin5 cos5
cos5
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 





c x dx c x c c x dx c x c
x
 
      Таким образом, 
1 2
1
cos5 sin5 ln cos5 cos5 sin5
5
xy e c x c x x x x x  
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